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1. Introduzione 


In questo seminario esporremo alcuni risultati recentemente conseguiti, relativi ad una 
classe di operatori ellittici degeneri. Dimostriamo un principio di minimo, che viene poi 
applicato per provare un teorema di esistenza e unicità della soluzione debole, 


opportunamente definita, per il problema di Neumann in un aperto limitato e connesso 
QUEIRP. L'ambiente in cui lavoriamo è uno spazio ( che chiameremo Hy(Q) ) del tipo 


dell'H! di Sobolev, legato in modo naturale agli operatori qui considerati. Una ipotesi 
fondamentale per i nostri risultati è l'esistenza di un operatore continuo di 
prolungamento da Hy(Q) a Î( Lo), dove de Qo e A ( Qo) denota uno spazio di 
"funzioni nulle al bordo". La verifica di questa ipotesi in esempi concreti presenta 
effettive difficoltà, e questo problema, nella sua generalità, rimane aperto. Pur non 
ottenendo un risultato di validità generale, siamo tuttavia in grado di fornire un 
esempio, in dimensione 2, in cui costruiamo tale prolungamento. 


Sia ©, un sottoinsieme aperto e connesso di JR", sia Q un aperto limitato connesso tale 


che Q e Oo. Siano aj; = aji, bi (i,j = 1,2,...,n) funzioni misurabili a valori reali, e sia 
} una misura di Radon non negativa definita in Q,. 
Sia L l'operatore differenziale 


i,j=l 


n n 
(1.1) L=- Y d;(8;9)) + V bid; + n 
i=l 
Le ipotesi che imponiamo a L sono le seguenti: 


esistono v2len+1 funzioni reali non negative 


w, A1,A2,--An tali che Yxe Q, VE e R?, 
| n n n 
(1.2) v1w(x) È, n° tf < Zoe <vw(x) È XI Et 
È j= 1,J= j= 


Sulle funzioni 4,43, ...,Àn facciamo le ipotesi date da Franchi e Lanconelli 


in [FL1], e ancora da Franchi e Serapioni in [FS]; ricordiamo in particolare le seguenti: 


M = 1; 4 =A(x1,X2,---4Xj-1); A; è funzione pari di ciascun argomento; 
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n 
posto II ={ xe IR" Î ITxx =0 }, risulta: A;je C(R®)NC!(R"IM); 
k=1 
9 A>0 tale che 0<%;(x)<A WVxe IRNII. 


Tra i più semplici operatori che soddisfano queste ipotesi vi sono gli operatori (in 
IR n+M) della forma: L = A, +lx [2%A, , dove a>0, x = (x1,X2,..Xn)» 
y=(Y1.Y2»--Ym) € Ax, Ay sono gli operatori di Laplace nelle variabili x e y. 


Riguardo a w, supponiamo w>0 quasi ovunque, e supponiamo che w sia un peso 


A? rispetto alla distanza associata ai campi Xj = 45037 sj= 1, 2,..., n. Ciò 
J 


significa che: 
3 C>0 tale che Vxe R", Wr>0 sp) I “ona J voY <C 
S(x,r) S(x,r). 
Qui, S(x,r) rappresenta la sfera di centro x e raggio r, relativa alla distanza anzidetta. 
Facciamo infine le seguenti ipotesi riguardo a b;, j = 1,2,...,n: 
Sia A la matrice (a;;); esiste c > O tale che il vettore 


wl2. w-l2 to. 
5 b= r (b],....bp) è A-sub-unitario, cioè: 


(1.3) I<b(x) ; &>I° <c w)<A@)t; > #x e O, VE e R 


Operatori di questo tipo sono stati studiati da Franchi e Lanconelli, Franchi e Serapioni. 
Utilizzando, in particolare, alcuni teoremi di Franchi e Serapioni [FS] dimostreremo un 
principio di minimo per L. 


2. Gli spazi H}(2), À)(Q;). Principio di minimo per L. 


- Introduciamo alcune notazioni: 


L2(Q,w) è lo spazio delle funzioni misurabili u definite in Q tali che 


Ilull, = Null 20,w = ( JCIwA9dx DZ < +00 ; 


d d 


4 d 
D è l'operatore: le do "°° dx 


) (gradiente); 


' d d d 
V, è l'operatore: (gg: Mo: i An dx ) 


indichiamo con Hi(9) (e nel seguito semplicemente con H, per brevità) la chiusura 
dello spazio Lip(9) delle funzioni lipschitziane in Q, rispetto alla norma: 


(2.1) Ilull = Ilull 


1) = a + as 


L0,w) 


Indichiamo invece con Î( Qo) la chiusura dello spazio Lipp(9) delle funzioni 
"lipschitziane a supporto compatto in ©, rispetto alla norma: 


(2.1.2) Ilull = Ilull 


Ho) L2Q) + IlV u Il 


LQo,w) 
Facciamo sulla misura | la seguente ipotesi: 


esiste C>0 tale che: du(x) < C w(x) dx 


ovvero, per ogni v misurabile, non negativa, Î vdueC Î vw dx . 
Lo Lo 
Supponiamo infine che esista un operatore di prolungamento 


8:Hx(Q)>ÉÀx (00) ed una costante C tali che, per ogni ue Hy(Q), si abbia: 


(2.1.b) 180), 00 < Cllull,, (© 


(con la lettera C, oppure C1, C2, ecc. indichiamo costanti reali positive, che possono 
assumere valori diversi, anche se indicate col medesimo nome). 


Scriveremo nel seguito ù in luogo di &(u). 


Per ogni u, v e H poniamo: 
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(2.1.c) <Luu;v> = J<ADu; Dv>ax + f<b; Du>v dx + fuv du 
Q Q Q 


Teorema 1 (Principio di minimo) - Sia Q tale che H(Q) > 0; sia ue H tale che 
(2.2) <Luu;v> <0 perogni ve Htaleche v>0in Q 
Allora w£0 quasi dappertutto in Q. 


dimostrazione - La dimostrazione si svolge per assurdo. Nel seguito indicheremo 
con m la misura di Lebesgue in JR". 


Sia M = ess sup {u(x) Ix e Q}, e supponiamo M > 0. Poichè H(Q) > 0, le costanti 


positive non possono soddisfare (2.2); perciò u(x) non può essere uguale a M quasi 
ovunque in Q. Esisterà pertanto k€ ]0,M[ tale che mx e Q1u(x)< ko})=A>0. 
Allora, evidentemente, 


(2.3) Wk e [ko, MI, m({x e Qlu(x)<k})>A 


Scegliamo k e JKo; MI e poniamo v = Vk = (u-k)*. Allora ve H,v>0ev>0inun 
sottoinsieme di Q di misura positiva. Inoltre (si veda [FKS], coroll. 2.1) risulta: 


Du(x) se u(x) > k 


(24)  Dv® ={, se u(x) < k. 


Sia T = supp v. Se x e T, allora Du(x) = Dv(x); inoltre u(x) > k, perciò 
u(x) > (u — k)*(x) = v(x). Otteniamo allora da (2.2): 


02<Lyu;v>2<Lyv;v>> |<ADv; Dv>dx + f<b; Dv>v dx. 
T T 


Da questa disuguaglianza, dalle ipotesi su L e dalla disuguaglianza di Hòlder otteniamo: 


a Jlvavl2wGgax £ f<ADv ; Dv>dx £ Îi<xb ; Dv> lv w-1/2w1/2 gx < 
T fù T 


<( fl<b; pv>[2w-1 dx)!2 (. fv2w dx)!2 < (applichiamo (1.3)) < 
T T 


< cl/2( [<ADv ; Dv>dx )12 Ilvll < (cv)! Ilvll ( fiwxvlwogdx)!2 < 
T T 


E i 
< (cv)!!2 L= Ilvllz + flv vlw6odx] , per ogni e > 0. 
2e 2 T 


Scegliendo opportunamente € otteniamo: 


(2.5) flvavizwoodx < Ci Ivi. 
T 


Sia ora p>I. Risulta evidentemente ( fv2rw)dx) Up < ( Î Frw(x)dx) PP. 
T 


Tenendo presente che V € (09. possiamo applicare, se p è scelto opportunamente, 


il teorema 4.6 di [FS], ottenendo: 


l'aiciti <C7 IlVa VII 260,0) < C2( Va VII 20) + INI 20, )< 
< (perla (2.1.b)) < C3(IlVa Vil, 20, + vil 20) £ perla (2.5) “ Calvi}. 


In definitiva, abbiamo ottenuto: 


(2.6) ( [v2rwGgdx)!P <C4 Ivi} 1 
T 


D'altra parte, risulta anche: 


IlvllZ — fvw dx = f(v2w/P)w1-MP dx £ 
T T 


<( fv2Pw dx)!YP ( fw dx )-D/P < (per la (2.6) < Ca lvl ( Sw dx)(P-DYP, 
T T T 
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Osserviamo che Ilvll3 >Oe fw dx è finito, perché w è un peso A». Allora: 
T 


(2.7) Sw dx > Gy (costante positiva). 
T 


Osserviamo che Cs non dipende dalla scelta di ke ]ko, M[, nonostante sE 
dipenda dak. 

Chiamiamo 7 la misura non negativa definita da: dA = wdx; in questo modo, (2.7) 
diventa: 


(2.8) MT) > Cs. 
Poiché {xe QI u(x)<k}NT=9W, avremo: 
Mx e Q1u(x)< k}) < A(Q)- Cs. 
Passando al limite per k+ M- otteniamo: 
(2.9) AM{x e 21 u(x) < M}) < MQ) - Cs. 


Da (2.9) segue, in particolare, che M è un numero finito, in quanto u è finita quasi 
ovunque; inoltre, ovviamente, 


(2.9.a) Mf{x e Q1u(x)=M})>GC; 


Sia vo=vx,=(U-ko)*, siae >Oesia G- TR R un funzione di classe C1 con 


t 
se 0O<St<M-k,. 
M-ko+£-t Ko 


Poniamo v(€) = Gov, = o Allora vl) e H (cfr. [Tr], lemma 
M-ko+£- vo 


1.57); inoltre v®>0e v© =0 Se vo(x) = 0. Sostituiamo v con vl) in (2.2). Tenendo 
presente che Du = Dv, se Vo(x) #0, concludiamo: 


supporto compatto, tale che G(t) = 


f<ADw, ; DvO>dx <- J <b; Dvo>v®dx, ovvero: 
: Q 


< . 
(2.10) M-ko+8) _“<ADvg; Dvo>__ 
(M = ko + £ — Vo)? 
Q 


dx < - f<b; Dvo>vOax. 
A 


M_-k 
Sia ora e©=In _M_So+€®  Confacili passaggi si calcola: 
M-ko+£-Vo 


M-kp+8) [<ADL®; DeO>dx< flo : De©>vodx £ 
Q Q 
< (per (1.3) < o [<ADL® ; De©>!2 vo w12 da 
Q 


<c( [<AD£®; DL©>dx)!2 ( fvo2w dx)!!? 
Q Q 


per la disuguaglianza di Holder. 
‘Ne consegue che esiste una costante positiva C3, indipendente da €, tale che 


[<ADL® : De®>dx <C1; allora, da (1.2) si trae: 
Q 
(2.11) fIwae©Pw dx < Co con C- indipendente da £. 
Q 


Dalla (2.11) desideriamo dedurre una maggiorazione per fl £©|2w dx, calcolato su 


di una opportuna sfera della metrica d associata all'operatore L; i ragionamenti che 
seguono sono finalizzati a gesto risultato. 


Siano M = {x e Q1 vo(x) = M-ko}, N = {x e Q1vo(x) = 0}. Quanto visto fino qui 
prova che A(TM )>0 e X(T )>0. Indicata con S(x,r) la sfera di centro x € raggio r 


relativa alla metrica d associata all'operatore L, dimostriamo che 
esiste &e M. tale che : per ogni e>0, MMaS(k,e) > 0 


Risulta A(M ) = sup {A(K) | K compatto, K CM }; poiché A(M )>0, esiste un 
compatto K EM tale che MK)>0. Proviamo che esiste e K tale che: per ogni £>0, 
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MKAS(E,£)) > 0. Supponiamo per assurdo che non sia così. Tenendo presente la 
compattezza di X , si troveranno in tal caso Si Corio ig E €1, €2; .... Em > tali 


m 
che MKAS(;,£;)) = 0, e K SU SK;;); da ciò seguirebbe però MK)=0, che è falso. 
J= 


Nello stesso modo si dimostra che 
esiste ne N tale che : per ogni £>0, AMASM.E) > 0. 


Poiché Q è connesso, esiste un cammino continuo T contenuto in £ che collega È ad n. 
Esistono allora r>0 e un numero finito di d-sfere di raggio r, Bj, B7,..., Bp tali che: 
Bj ha centro in È, By ha centro in n, e, per lSisp-1, BiNBj41#9 (si veda, per 
esempio, [M], lemma 4). 


O 


Indichiamo, per brevità, £ anziché £%. risulta: 


lec)l2w6x) dx = le) wx)w) dx dy < 
J MB1NB)) le 
2 K i n 
“BB i I dem) + Le) LT) w(x)W(y) dx dy < 


B]x(B1NBp) 


<c; ( Jieteo) ay+ f { Loew) dx dy). 


B;xB} 


L'integrale doppio Î Î lea) MwGdwY) dx dy si può maggiorare nel modo 
B]xB] 


seguente: sia £p, = ì; L0w) dx; risulta evidentemente 


ni ) 


Ù 


Î Î sl dx dy < 


BjXB} 


si Î f Lee 5, 1"w(x)w(y) dx dy +2 ca f Î le(y)-e5 wow) da dy = 
BjxB] BB] 


=47(B1) ai dx (+); applicando ora il teorema 4.5 di [FS] 


otteniamo, per una opportuna costante Cp, (*) < Ca fiwnelw dx e, a maggior 


Bi 
ragione, £ Sreto dx . In definitiva, abbiamo ottenuto: 


(2.12) spl dx £ C3 ( Sueoatnoo dy + ua dx ) 


Procedendo esattamente nello stesso modo troveremo una maggiorazione per 


[ewPwo dy in termini di [lemwoy dy e di ua dx; 


dopo p-1l passaggi troveremo: 


(2.13) [leolwo dx < C ( [Low dy + Jrea dx ) 
Bi Bp 
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La d-sfera By contiene un sottoinsieme di misura positiva, indipendente da e, nel 
quale 2) = 0; si può dunque applicare il teorema 4.1 di [FS], per maggiorare 


Il ewy) dy con una costante moltiplicata per Jr dx. In definitiva, 
B 
P 


otteniamo: 


(2.14) I Le®@12w0) dx < € Seta dx 
Bi 


con C indipendente da e; tenendo presente anche la (2.11) concludiamo che 


(2.15) Il LO (x)2w(x) dx < C3, con C3 indipendente da e. 
Bi 


D'altra parte abbiamo anche: 


M-k 2 
Jle®w6) dx > fle®PwGg dx = fin utt | w(x) dx = 
€ 
Bi BIN BjNM 


M-ko+t£ | 


2 
=A(BNT) Un » poiché vp(x) = M-k, quando xeBjNT; ma ciò è in 


kad 
contraddizione con la (2.15), perché A(BiNM)>0 e ln SEE + +e quando 
€ 


£-0. Da ciò segue la tesi del teorema. D 


3. Soluzioni deboli del problema di Neumann. 


Sia f una funzione misurabile tale che £ e L2(Q.w). Supponiamo che dQ (frontiera 


di 02) sia regolare a tratti; perogni xe0Q sia n(x) la normale esterna a Q. Chiamiamo 
soluzione debole del problema di Neumann le 


Lu=f inQ 
(3.1) I 


<ADu;n> =0 in9Q 
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ogni u e H tale che, perogni v € H, risulti: 


(3.2) <Lyu; v> = {f60vao dx . 
Q 


Osserviamo che, se u, vei coefficienti di L sono funzioni C! allora (3.2) segue da 
(3.1) applicando il teorema della divergenza. 


dimostrazione. Sia 4 un numero positivo. Definiamo l'operatore Lyy :H>H' nel 


modo seguente: per ogni u, v e H 


(3.3) <Luy! ;v> = <Lyu ;w>+k Î uvw dx . 
Q 


Mostreremo che, per un'opportuna scelta di k, la forma bilineare 
HxHa2 (uv) <Lus; v> è coerciva, cioè esiste C> 0 tale che, per ogni u € H, 


. d 
(3.4) <Lyx4 ; u> 2 Cllulli; 


Utilizzando la disuguaglianza di Holder e la (1.3) otteniamo: 


1 1 
Jsritamnia < c ( i |<tb; Du> Pw1 ax »a( Jp r < 
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1 1 
<e( fsapu:> a ( [uva Pa 
c ce , 
So Jeapu: Du di +2 fuma per ogni £> 0. 


Allora: 


(3.5) Snne gl= = d JcaDu Du di 18-57) fuwax 
E 


Si possono scegliere € e % inmodoche 1- 3 >0 e k- È > 0; a questo punto 


applichiamo (1.2); ne consegue: 


<Luxu;u>> v1(1- A ) J IVau Pw(x) dx +(k- 3 ) Jato dx 


dunque (3.4) è vera, per un opportuno C > 0. 

Per il teorema di Lax- -Milgram (cfr. [GT] , teor. 5. 8) esiste l'inversa di Lux cioè per 
ogni ge H'esiste un'unica ue H tale che: 

(3.6) <Luyu;v>=<g;v> per ogni ve H 


Sia 9:H>H' l'operatore tale che, per ogni u, v e H, si abbia: 


(3.7) <I(u); v> = fore dx . 


Fissiamo Xo>0 in modo che La, sia invertibile; indichiamo per brevità L, “Ly, 


Possiamo riscrivere la (3.2) nel modo seguente: 
‘ (3.8) Lou -A9(u) = 5) 
ù (0) 0 = W 


Oppure anche in quest'altro modo: 


(3.9) u-L7A59)(1) = IMRICICO) 


Per dimostrare esistenza e unicità della soluzione di (3.9) faremo vedere che, per ogni 
ge H, esiste un'unica soluzione u e H dell'equazione: 


(3.10) u- K(u)=g 


incui X indica l'operatore L-1 0 1,9 . 
Dimostriamo che 9 è un operatore compatto da H ad H'. Sia (un) una successione 


limitata in H; allora (&(up))= (ùn) è una successione limitata in NICO) Da ([FS], 


= 


teor. 4.6) otteniamo che l'immersione Bx(Q)SLXAo,W) è compatta; perciò esiste 


una sottosuccessione di (ù,) che converge ad una ù, € L2(Q0;w) nella norma di 


L2(Q,,w); possiamo supporre fin Lam i. Chiamiamo up= dolo; è chiaro 
(1) 


che un io up. Sia ora v e H tale che IlvIly = 1. Allora: 


I<9(un- ug); v>P = | fn vovw dx |? < J (010-100 dx fon dx $ 
Q 


< i (un — Ug)?w dx < Ilun — voll, 2/0.w) ta 0; quindi ( 9(un)) converge a I(ug) 


nella norma di H', e di conseguenza X è un operatore compatto, perché 9 è compatto 
€ L7 è continuo. 


Per il teorema dell'alternativa di Fredholm (cfr. [GT], teor. 5.3), per provare esistenza 
e unicità della soluzione di (3.10) è sufficiente far vedere che l'unica soluzione di 


(3.11) u-XK(u)=0 


è u=0. 


Se ‘u è soluzione di (3.11) , allora per ogni v e H risulta <Lyu ; v> = 0. Per il 


principio di minimo (teorema 1) deve in tal caso essere u = 0; ciò conclude la 
dimostrazione. O 
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4. Un esempio in cui esiste un operatore 
di prolungamento 8:H(0)>Éx(9,) 


su pi : , ; _d DI d 
Sia X:R-[0,+o[ una funzione tale che i due campi Xj = Do X2= Mx) 
verifichino le ipotesi di [FL1]. Sia L l'operatore diferenziale 


i ue 
(4.1) L= (at) 


Sia un aperto limitato e connesso di R2; la norma lI*Ily dello spazio definito come 
in precedenza è: 


(4.2) Null =( / (2,9) + (4 (x,y)? + 220, ) de dy 2. 


Teorema 3 - Sia Q & RR? aperto, limitato e connesso, con. 0 regolare. 
Supponiamo che, per ogni P = (xo;Yo) € 9Q con xo = 0 esista una funzione di classe 
C! g:R>R con derivata limitata, e un intorno U di P tale che QNU si possa 
descrivere come: {(x,y) e U| y< @(x)} oppure {(x,y) e Ul y> P(x)}. 

Inoltre, se. xy=0, supponiamo che esista C>0 tale che 


(4.2) lp'(x)| <C Mx) per valori piccoli di x. 


Allora esiste un aperto limitato do 5Q eun operatore continuo di prolungamento 
8:Hx(0)>R, (0). 


dimostrazione. La dimostrazione segue da vicino la tecnica usata da Stein in [S], 
Cap. 6 per definire un operatore di prolungamento per spazi di Sobolev definiti su 
aperti di IR" con frontiera localmente lipschitziana. Questa tecnica, dovuta a Calderon e 
Stein, consiste nel fare un prolungamento locale delle funzioni in un intomo dei punti 
di frontiera di Q ; il prolungamento globale si ottiene facendo uso di una partizione 
dell'unità. 


In un intorno di ciascun punto (x0:Y0) e 00 con xo # 0, la norma (4.2) è equivalente 


© alla norma del consueto spazio di Sobolev H1(9); in tal caso dunque non occorre qui 


dimostrare nulla, potendo fare diretto riferimento a quanto contenuto in [S] . 


Consideriamo perciò un punto (0,yo) € 9Q; sia u e H, sia B un intorno limitato di 
(0,yo) e sia he C3(B) una funzione tale che h(x,y) = 1 vicino a (0,yo). Sia @ : R->R 


una funzione di classe CI, con g' limitata, tale che: 

QNB={(xy) e Q1y> 909). 
Poniamo D = {(x,y) € R2]y> g(x)} e, per ogni (x,y) e D, f(x,y) = u(x,y)h(x,y). 
Poiché C1(Q) è denso in Hy(Q), non è restrittivo supporre u di classe cl. 


Per ogni (x,y) e D'= IR? - D poniamo: 


+00 : 


(43) say = CO) = ffay-20- MO 

. 1 
In (4.3) y indica una funzione continua definita in [1,+00[ a decrescenza rapida 
all'infinito e tale che: 


+0 +00 


(4.4) fvoa=1: frua=o vien 
1 1 


(cfr ([S], cap. VI, lemma 1): 


Come in [S] si può dimostrare che g è C° nei punti interni di D', e che g prolunga f 
in una funzione di classe C1 in tutto R2.. 


Desideriamo ora ottenere una stima di 


(4.5) f et) + PM +IVA dd 
;. 


con 


(4.6) Î (20,9) + E°) + 2200) xy) dx dy. 
D 
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La stessa tecnica usata in [S] fornisce una stima di J e2Gmaray con 
D' 
I £2(x,y) dx dy ; per quanto concerne le derivate, vi sono alcune differenze. Da 
D 
(4.3) segue: 


+00 +00 


47 = [E &y-20-9(v Od fijuy-20- 9020 A 
1 1 


Consideriamo anzitutto il secondo integrale di (4.7). Poniamo: 


+00 


(4.8) PAY) = ffy-20- 9A 0A 
1 


Operiamo la sostituzione: S=Y-2t(y- g(x))- (x); otterremo: 


+00 
- 1 S ds 
(49) pi = | f,s+ 901 )ogy(1(1 2 
) p(xy AI y045 + P(x ( tana )o'y( 3 ( “a )) L9x)y) 


Poiché yw è a decrescenza rapida all'infinito, per ogni > 0 esiste A > 0 tale che 
Y(t) = Vtel[l,+00; dunque sarà: 


lp'@) | 
(x)-y|2-a 


ds 
lp(x) — y + s [01 


+00 
pay) l< Aj I I£,(x,5+9(%) | 
9 PA) y 


e ricordando che (x) — Y+sS>s>0, 


lpP'@) | 


pay) |< A 
i lp(x) — yP-a 


+00 
lf (x,5+9(x)) | a . Perciò 
y gol 
PA) - y 


x) x) «oo: 


lp'G) ds \ 
2 2f _ 0 
Î lpx,y) Pdy< A Jey ni GARE | sd - 1) dy . 


Nell'integrale esterno del secondo membro poniamo: v= @(x)-y ; allora: 


90) 400 
2 
Î lpx,y) Pay < | IC ea (f lE, ,s+9) | sl-a ds) dv. 


Applicando ora la disuguaglianza di Hardy ([S], Appendice A) otteniamo: 


x) #0 
(4.10) Î |p(x,y) Pay<C lp'@) R | IF, ,st9) Pas= 
do lo) 


+00 


= cle@ P| Icon) Pdy. 
x) 


Da (4.10) e (4.2) segue allora 


x) ui 
(4.11) J Ipfx,y) Pay < C 10 { le yy) Pay 


e quindi, integrando su R entrambi i membri di (4.11), troviamo 


(4.12) Î Ip(x,y) P dx dy £ € [20 IpGy) Pax dy < C IlullZ%p) - 
D' D 


Il primo integrale del secondo membro di (4.7) può essere valutato nello stesso modo, 


al pari dell'integrale che esprime 5 4 


E' immediato osservare che g ha supporto compatto. A questo punto, con la stessa 


tecnica usata in [S], $ 3.3 possiamo ottenere, usando una partizione dell'unità, 
l'operatore di estensione che desideravamo. O 


164 


[C] 


[FKS] 


[FL1] 


[FL2] 


[FL3] 


[FLA] 


[FS] 


[GT] 


[M] 


[NS] 


[S] 


[Tch] 


[Tr] 
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